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فصل اول

درس 1

  صفحۀ 5 کتاب درسی کار در کلاس  
، ضابطۀ هر تابع را به نمودار آن نظیر کنید. y x= 3 به کمک نمودار تابع

y )الف x= - +( )1 2
3 �

y را 1 واحد به راست و 2 واحد به بالا  x= 3 نمودار
انتقال می‌دهیم:

پس نمودار )6( مربوط به ضابطۀ )الف( است.�نمودار 6

y )ب x= -( )2 3 �
y را 2 واحد به راست منتقل می‌کنیم: x= 3 نمودار
پس نمودار )9( مربوط به ضابطۀ )ب( است.نمودار 9

y )پ x= - +3
1 �

y را نسبت به محور xها قرینه کرده  x= 3 نمودار
سپس آن را 1 واحد به بالا انتقال می‌دهیم:

پس نمودار )8( مربوط به ضابطۀ )پ( است.�نمودار 8

y )ت x= + -( )1 1
3 �

y را 1 واحد به چپ و 1 واحد به پایین  x= 3 نمودار
انتقال می‌دهیم:

پس نمودار )7( مربوط به ضابطۀ )ت( است.�نمودار 7

y )ث x= - 3 �

y را نسبت به محور xها قرینه می‌کنیم: x= 3 نمودار
پس نمودار )5( مربوط به ضابطۀ )ث( است.نمودار 5
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y )ج x= +( )1 3 �

y را 1 واحد به چپ انتقال دهیم: x= 3 کافی است نمودار
پس نمودار )1( مربوط به ضابطۀ )ج( است.

نمودار 1 �

y )چ x= +3
1 �

y را 1 واحد به بالا انتقال دهیم: x= 3 کافی است نمودار
پس نمودار )4( مربوط به ضابطۀ )چ( است.

نمودار 4 �

y )ح x= - -3
1 �

xها  به محور  را نسبت   y x= 3 نمودار کافی است 
حرکت  پایین  به  واحد   1 را  آن  سپس  کرده  قرینه 
نمودار 3 دهیم:�

پس نمودار )3( مربوط به ضابطۀ )ح( است.

y )خ x= -3
2 �

y را 2 واحد به پایین حرکت دهیم: x= 3 باید نمودار
نمودار 2 پس نمودار )2( مربوط به ضابطۀ )خ( است.�

  صفحۀ 8 کتاب درسی کار در کلاس  

هر کدام از توابع زیر در چه بازه‌هایی اکیداً صعودی و در چه بازه‌هایی اکیداً نزولی هستند؟

) و , ]-¥ 2 این تابع در بازه‌های
] اکیداً صعودی است. , )3 +¥

 یعنی بازۀ این تابع روی
) اکیداً صعودی است. , )-¥ +¥
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) اکیداً نزولی و  , ]-¥ 0 این تابع در بازۀ
] اکیداً صعودی است،  , )0 +¥ در بازۀ
ولی در کل نه صعودی است نه نزولی.

 ( , )-¥ +¥ این تابع روی بازۀ
 اکیداً صعودی است. یعنی

) یعنی در  , )0 +¥ این تابع در بازۀ
کل دامنه‌اش اکیداً صعودی است.

این تابع در هر یک از دو بازۀ
) اکیداً نزولی  , )0 +¥ ) و , )-¥ 0
 غیریکنوا است. -{ }0 است ولی در

) اکیداً  , ]-¥ 0 این تابع در بازۀ
] اکیداً  , )0 +¥ صعودی و در بازۀ

نزولی است.

 [ , ]- -p p
2 این تابع در بازه‌های

] اکیداً نزولی و در بازۀ , ]p p2 و

] اکیداً صعودی است. , ]- p p
2 2

] یعنی  , )- +¥2 این تابع در بازۀ
در کل دامنه‌اش اکیداً صعودی است.
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  صفحۀ 9 کتاب درسی کار در کلاس  
] رسم شده است. صعودی یا  , ]-2 2pp pp y در بازۀ cosx= y و sinx= نمودار توابع

نزولی ‌بودن آن‌ها را در بازه‌های مشخص‌شده تعیین نمایید.
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  صفحۀ 9 کتاب درسی کار در کلاس  
نمودار توابع زیر را رسم کنید و مشخص کنید در چه بازه‌هایی صعودی و در چه 
f )الف x cos x( ) ( )= - pp

3     Df = [ , ]0 2pp بازی‌هایی نزولی هستند.�

] و , ]0
3

p با توجه به نمودار، تابع f در بازه‌های

 [ , ]p p
3

4

3
] اکیداً صعودی و در بازۀ , ]4

3
2

p p

به  را   y cos x= )نمودار است.  نزولی  اکیداً 
p به راست انتقال داده‌ایم.(

3 اندازۀ

g x x x
x x x
x x x

g x
x x
x

( ) | | ( )= + =
+ ³
- <

ì
í
î

Þ =
³
<

ì
í
î

0

0

2 0

0 0 �
g )ب x x x( ) | |= + �
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بازۀ در   g تابع  رسم‌شده،  نمودار  به  توجه  با 
) هم صعودی است و هم نزولی، چون  , ]-¥ 0
 [ , )0 +¥ در این بازه، ثابت است. ضمناً در بازۀ
تابعی اکیداً صعودی است، پس تابع g در کل 

دامنه‌اش، صعودی است.
t )پ x x( ) = - -3

1 �

را   y x= 3 نمودار ابتدا  تابع،  این  رسم  برای 
xها قرینه کرده، سپس آن را  نسبت به محور 
به  با توجه  پایین حرکت می‌دهیم.  به  1 واحد 
  روی تابع  این  که  می‌شویم  متوجه  شکل، 

اکیداً نزولی است.

درس 2

  صفحۀ 14 کتاب درسی کار در کلاس  
با توجه به جدول‌های زیر، مقادیر خواسته‌شده را در صورت امکان به دست آورید.

g x( )xf x( )x

) )الف ) ( ) ( ( )) ( )fog 1 = = = -f g f1 0 1 �

) )ب ) ( ) ( ( )) ( )fog - = - = = -1 f g f1 0 1 �

) )پ ) ( ) ( ( )) ( )gof 0 = = - =g f g0 1 0 �

) )ت ) ( ) ( ( )) ( )gog - = - = =2 g g g2 3 8 �

) )ث ) ( ) ( ( )) ( )gof 2 = =g f g2 5 تعریف‌نشده �

) )ج ) ( ) ( ( )) ( )fof 1 = = =f f f1 3 5 �

8-3-7-3
3-2-5-2
0-1-3-1

-10-10

0131

3252

8353

  صفحۀ 14 کتاب درسی کار در کلاس  

، دامنه و ضابطۀ توابع fog و fof را به دست آورید. g x x( ) = 3 f و x x( ) =
-
2

1
اگر

D Df g= - = - { } , { }1 0 �

D x D g x D x
x

x xfog g f= ∈ ∈ = ≠ ≠ = ≠ ≠

= −

{ | ( ) } { | } { | }

{ , }

0
3

1 0 3

0 3

�
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  صفحۀ 16 کتاب درسی کار در کلاس  

] رسم کنید و به کمک آن نمودار توابع , ]-2 3 f را در بازۀ x x( ) | |= - 2 نمودار تابع

k را رسم کنید. x x( ) | |= - -1

3
2 h و x x( ) | |= -1

2
2 ، g x x( ) | |= - - 2

نمودار تابع f را به دو روش نقطه‌یابی یا انتقال می‌توانیم رسم کنیم. ریشۀ داخل 
x است، پس اگر از روش نقطه‌یابی استفاده کنیم، جدول زیر را  = 2 قدرمطلق

رسم می‌کنیم:

 Þ

انتهای بازۀ داده‌شده     ابتدای بازۀ داده‌شده


32-2x

104y

g به کمک نمودار f کافی است نمودار f را  x x( ) | |= - - 2 برای رسم نمودار
نسبت به محور xها قرینه کنیم )عرض نقاط جدول بالا قرینه می‌شوند(.

Þ
32 -2x

 -10 -4y

h می‌رویم و می‌خواهیم آن را به کمک  x x( ) | |= -1

2
2 حالا به سراغ نمودار

1 ضرب کنیم:
2

نمودار f رسم کنیم. در واقع باید عرض نقاط f را در عدد
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 Þ

32 -2x

 1 1

2
´ 0 1

2
´ 4 1

2
´y

رابطۀ کلی  طور  به  می‌دانیم  می‌رویم،   k x x( ) | |= - -1

3
2 سراغ به  حال 

شکل به  را   k x( است( بهتر  پس  است،  درست   | | | |a b b a- = -

 - 1

3
k بنویسیم. اکنون کافی است عرض نقاط f را در عدد x x( ) | |= - -1

3
2

ضرب کنیم:

 Þ

32 -2x

 1 1

3

1

3
´ - = -( ) 0 1

3
0´ - =( ) 4 1

3

4

3
´ - = -( )y

  صفحۀ 16 کتاب درسی کار در کلاس  

y و sinx= -2 , y sinx= 2 , y sinx= در شکل روبه‌رو نمودار توابع با ضابطه‌های

y را مشخص  sinx= ] رسم شده است. نمودار تابع , ]-pp pp y در بازۀ sinx= 1

2

نمودار  دهید  توضیح  و  کرده 
کمک  به  چگونه  دیگر  توابع 
و  دامنه  است.  شده  رسم  آن 
برد هر کدام را مشخص کرده 

و با هم مقایسـه کنید.

y باید عرض  x= -2sin y و x= 1

2
sin , y x= 2sin برای رسم نمودار توابع

2- ضرب کنیـم. 1 و
2

y را به ترتیب در اعداد 2, x= sin نقاط تابع
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به  و  است  متفاوت  آن‌ها  برد  ولی  ] هستند،  , ]-p p برابر توابع  این  دامنۀ همۀ 
صورت زیر می‌باشند:

− ≤ ≤ → − ≤ ≤ ⇒ = −

− ≤ ≤ → −
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1 1 2 2 2 2 2

1 1
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( sin )x x R
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1 1 2 2 2
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sin sin
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x R

x x

x

⇒⇒ = −−R x( sin ) [ , ]
2

2 2

�

  صفحۀ 19 کتاب درسی کار در کلاس  

و  y x= - ، y x= - توابع نمودار 
تابع نمودار  کمک  به   y x= - -

برد  و  دامنه  است.  شده  رسم   y x=

توابع فوق را مشخص کنید.
نتیجه  رسم‌شده  نمودارهای  روی  از 

می‌گیریم که:
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  صفحۀ 20 کتاب درسی کار در کلاس  

] به صورت زیر داده شده است، می‌خواهیم با استفاده  , ]-4 4 نمودار تابع f با دامنۀ

y را رسم کنیم. f x= ( )1

2
y و f x= ( )2 از آن نمودار توابع

 f x( )x

0 -4
4 -2
00

 -22

04

y به صورت زیر عمل می‌کنیم: f x= ( )2 الف( برای تعیین دامنۀ
- £ £ Þ - £ £4 2 4 2 2x x �
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] است. جدول نقاط را کامل کنید. , ]-2 2 y در بازۀ f x= ( )2 بنابراین دامنۀ تابع
، طول نقاط یا همان xها باید محاسبه شود. f x( )2 برای رسم نمودار

 ( , ( ))x f x2 f x( )2 2xx

 ( , )-2 00 -4 -2
 ( , )-1 44 -2 -1

 ( , )0 0000
( , )1 -2 -221
( , )2 0042

y به صورت زیر عمل می‌کنیم. f x= ( )1

2
ب( برای تعیین دامنۀ

- £ £ Þ - £ £4
1

2
4 8 8x x �

] است و نقاط متناظر به صورت زیر است: , ]-8 8 y بازۀ f x= ( )1

2
پس دامنۀ تابع

f x( )1

2
x

0 -8
4 -4
00

 -24
08

درس 3

  صفحۀ 26 کتاب درسی کار در کلاس  
است؟  یک‌به‌یک   f x x( ) = 3 تابع آیا 
چرا؟ در دستگاه مختصات زیر نمودار تابع

کنید.  رسم  را  آن  وارون  و   f x x( ) = 3

بله، چون هر  ضابطۀ تابع وارون چیست؟ 
خط افقی دلخواه، نمودار f را فقط در یک 
تابع  ضابطۀ  حالا  می‌کند.  قطع  نقطه 

وارون f را به دست می‌آوریم: 
y x x y=  → =3 3 â¾zÄn ,ýoö »j pH

.´ÄoÃ¬ïÂ¶  ³¼w 

Hn IÀï´wH

.´Ã¹¹¨ïÂ¶ Æ¼ø
 → = =−f x y x1 3( )

�
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  صفحۀ 27 کتاب درسی کار در کلاس  
ضابطۀ تابع وارون توابع زیر را در صورت وجود به دست آورید. دامنه و برد هر تابع 

و وارون آن را با استفاده از نمودار مشخص کنید.

f )الف x x( ) = - +1

2
3 �

y x x y

x y

f x

= − + ⇒ = −

 → = −

 →

×

−

1

2
3

1

2
3

6 2
2

1Hn IÀï´wH

.´Ã¹¨ïÂ¶ Æ¼ø
( ) == = −y x6 2

�

 f -1  هستند، پس دامنه و برد تابع f تابعی خطی است که دامنه و بردش هر دو
 هستند. نیز

g )ب x x y x x y

x y x y

( )

( ) ( )

= + − ⇒ = + − ⇒ − = −

 → − = − ⇒ = −

1 2 1 2 2 1

2 1 1
2 2 ·H¼U ¾M 22

2+

�

.´Ã¹¨ïÂ¶ Æ¼ø Hn IÀï´wH¾ ®¾¾¾¾¾¾ = = - +-f x y x1 2
1 2( ) ( ) �

D x x D R

R x x R D

g g g

g
g

g

: [ , )

:

− ≥ ⇒ ≥ ⇒ = = +∞

− ≥ → − + ≥ ⇒ =

−

+

2 0 2 2

2 0 2 1 1

1

1

��� �� gg−
= +∞







 1 1[ , ) �

می‌توانیم  هم  شکل  روی  از  البته 
g-1 را تعیین کنیم: دامنه و برد g و

�
h )پ x x( ) = +2

1 �
x2 را 1 واحد به بالا انتقال دهیم: y باید نمودار x= +2

برای رسم1
خطی افقی یافت می‌شود که نمودار را در بیش از 1 نقطه قطع ‌کند، پس تابع 

h یک‌به‌یک نیست و در نتیجه معکوس‌پذیر هم نمی‌باشد.

nHj¼µº ´wn¾ ®¾¾¾
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فصل دوم

درس 1

  صفحۀ 38 کتاب درسی کار در کلاس  
الف( با بررسی تغییرات مقادیر تانژانت در ربع‌های دوم، سوم و چهارم مشخص کنید 

روند این تغییر در هر ربع، افزایشی است یا کاهشی؟
ب( بازۀ تغییرات مقدار تانژانت را در هر ربع بنویسید.

ربعدومسومچهارم

زوایا

افزایشی یا افزایشیافزایشیافزایشی
کاهشی

( , )-¥ 0( , )0 +¥( , )-¥ )بازۀ 0
تغییرات(

پ( جدول زیر را کامل کنید. )علامت به معنی افزایش یافتن و علامت به 
معنی کاهش یافتن است.(

ربع اولربع دومربع سومربع چهارم
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7

4

11

6
2

p p p p3

2

p7
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4

4

3

p p pp2

3

3

4

5

6

p p pp
2

p p p
6 4 3

0

 - - -3 1
3

3
0

+ ¥¥¥ --


3

3
1 3

0- - -3
3

3
1

+ ¥¥¥ --3

3
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0

  صفحۀ 39 کتاب درسی کار در کلاس  
] بررسی کنید.  , ] { , }0 2

2

3

2
pp pp pp- y را در بازۀ tan= aa صعودی یا نزولی ‌بودن تابع

] به صورت مقابل است: , ]0 2p y در بازۀ tan x= نمودار

 ( , )p p
2

3

2
، ( , )0

2

p واضح است که تابع در بازه‌های

) یا هر زیرمجموعه‌ای از این بازه‌ها اکیداً  , )3

2
2

p p و
بازۀ در  یعنی  دامنه‌اش  کل  در  ولی  است  صعودی 

] غیریکنوا است. )نه صعودی نه نزولی( , ]0 2p
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درس 2

  صفحۀ 45 کتاب درسی کار در کلاس  
2 )الف 3 0sinx - = معادلات زیر را حل کنید.�

2 3 0
3

2 3

2
3

2
3

2
2

3

sin x sin x sin

x k

x k k

− = ⇒ = =

⇒
= +

= + − = +









π

π π

π π π π π

�

4 )ب 8 0sinx + = �

4 8 0
8

4

2 2

4

2

2

4

2
4

2

sinx sinx

sinx sin
x k

x k

+ = ⇒ =− =− =−

⇒ = − ⇒
= + −

=
( )

( )
π

π π

π++ − − = +







 π π π π( )

4
2

5

4
k

�

فصل سوم

درس 1

  صفحۀ 51 کتاب درسی کار در کلاس  
f برابر صفر است، بنابراین ( )2 ، مقدار f x x x( ) = - -3 5 2

2 1- در چندجمله‌ای
این مطلب  با تکمیل مراحل تقسیم، درستی  ) بخش‌پذیر است.  )x - 2 f بر x( )

3را بررسی کنید.           5 2

3 6

2

2

3

2

2

x x

x x

x

R

x

x

- -

- -

-

- -

=

-

+( )

( )x 2

0

1

�

f x x x x x( ) ( ) ( )= - - = - +3 5 2 2 3
2 1 بنا بر رابطۀ تقسیم داریم:�

f به صورت حاصل‌ضرب عامل‌های اول نوشته شده است. x( ) همان‌گونه که دیده می‌شود،
g را در نظر بگیرید. x x x( ) = + +2 1

3 2 2- چندجمله‌ای
)g برابر صفر است: )-1 ) بخش‌پذیر است؟ بله چرا؟ چون )x + 1 g بر x( ) الف( آیا
g( ) ( ) ( )- = - + - + = - + + =1 2 1 1 1 2 1 1 0

3 2 �



13

ب( با انجام تقسیم، درستی ادعای خود را بررسی کنید:

2 1 1
3 2x x x+ +

- -

- +

+

+

- -

Þ

+

- +2 2

1

1

1

0

2 1

3 2

2

2

2x x

x

x x

x

x

x x

.k{ oÿÅ ½kºI¶ïÂ¤IIM

�

g x x x x( ) ( ) ( )= + - +1 2 1
2 g را به صورت حاصل‌ضرب عامل‌ها بنویسید.� x( ) پ(

 x + 2 دوجمله‌ای بر   f x x x x( ) = + - -2 5 3 10
3 2 چندجمله‌ای دهید  نشان   -3

بخش‌پذیر است. باید ریشۀ مقسوم‌علیه را پیدا کرده و آن را در مقسوم به جای xها قرار دهیم:

x x R f+ = Þ = - Þ = - = - + - - - -
= - + + - =

2 0 2 2 2 2 5 2 3 2 10

16 20 6 10 0

3 2( ) ( ) ( ) ( ) �

  صفحۀ 53 کتاب درسی کار در کلاس  
حدود زیر را در صورت وجود محاسبه کنید.

lim )الف x
x xx®-

-
+

= - -
- + -

=
3

2

2

9

3

( )
( ) ( )

3 9

3 3 3

0

0

2

2
مبهم �

از   ( )x + 3 یعنی عامل صفر‌شونده  تا  می‌کنیم  تجزیه  را  مخرج  و  حالا صورت 
صورت و مخرج، ساده شوند:

= حد بالا
- +

+
= -

-
=

®-
lim

x x
x xx 3

3 3

3

6

3
2

( ) ( )
( )

�

lim )ب x x
x xx®

- +
+ -

=
- +

+ -
=

1

2

2

2

4 4 1

2 1

4
1

2
4
1

2
1

2
1

2

1

2
1

0

0

2

2

( ) ( )

( )
مبهم �

عامل  باید  چندجمله‌ای‌ها  تقسیم  یا  و  چندجمله‌ای‌ها  تجزیۀ  کمک  به  اکنون 

از  کسر،  صورت  کنیم،  ساده  مخرج  و  صورت  از  را   ( )x - 1

2
یعنی صفر‌شونده 

) تقسیم می‌کنیم: )x - 1

2
اتحاد مربع دوجمله‌ای است. مخرج را بر

4 4 1 2 1
2 2x x x- + = -( ) �
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�
�

  
  ⇒ = −

− +
= −

+
=

→ →
oÊº jn¼¶ ke lim x

x x
lim x

xx x1

2

2

1

2

2 1

2 1 1

2 1

1

2
1

2( )
( ) ( )

( )−−

+
= =

1

1

2
1

0

3

2

0 �

lim )پ x x
x x xx®

- +
- + -

= - +
- + -

=
3

2

3 2

5 6

2 13 24 9

3 5 3 6

2 3 13 3 24 3 9

2

3 2

( )
( ) ( ) ( )

00

0
�

بر نیز  را  مخرج  می‌کنیم،  تجزیه  جمله‌مشترک  اتحاد  کمک  به  را  کسر  صورت 
) تقسیم می‌کنیم. )x - 3

x :صورت x x x2
5 6 3 2- + = - -( ) ( ) �

2 13 24 9

2 6

7 24 9

7 21

3 9

3 9

0

3 2

3 2

2

2

x x x

x x

x x

x x

x

x

x− + −

− −

− + −

− − +

−

− −

( )

( )

( )

−−

− +

⇒ = − − +

3

2 7 3

3 2 7 3

2

2

x x

x x xov¨ Zoh¶ ( ) ( )

�

= حاصل حد مورد‌نظر
− −

− − +
= −

− +
= =∞

→
lim

x x

x x xx 3
2 2

3 2

3 2 7 3

3 2

2 3 7 3 3

1

0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
�

2 1

2

2 1

2 1

0

1

2

2 2

2

2

x x

x x

x

x

x

x

+ −

− −

−

− −

−

+( )

( )

⇒ + − = − + = − × × +

= − +

2 1
1

2
2 2

1

2
2 1

2 1 1

2x x x x x x

x x

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
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lim )ت x
x xx®-

-
+ +

= - -
- + - +

=
1

2
1

2 3

( )
( )

1 1

1 2 1 3

0

0

2

مبهم �

و  دارد، صورت  a وجود  b+ به شکل رادیکالی  چون در مخرج کسر، عبارت 
) را به کمک اتحاد مزدوج  )x2 1- a ضرب می‌کنیم، ضمناً b- مخرج را در

تجزیه می‌کنیم:
= حد موردنظر − +

+ +
× − +

− +→−
lim x x

x x
x x
x xx 1

1 1

2 3

2 3

2 3

( ) ( ) �

= − + − +
− −→−

lim x x x x
x xx 1
2

1 1 2 3

2 3

( ) ( ) ( ) �

=
- + - +

- +
= - -

-
= -

®-
lim

x x x x
x xx 1

1 1 2 3

3 1

2 2

4
1

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) �

lim )ث x x
x xx®

-
+ -

=
+ -

=
1 2

2

1- 1

1 1 2

0

02
مبهم �

a مواجه‌ایم، پس صورت و مخرج را در b- باز هم با یک عبارت رادیکالی به شکل
a ضرب کرده و ضمناً مخرج را به کمک اتحاد جمله‌مشترک تجزیه می‌کنیم: b+

lim x x
x x

lim x x
x x

x x
x x

lim x x

x x

x

x x

→ →

→

↑
−

−
+ −

= −
+ −

× +
+

= −

1
2

1

1

2

2 2 1( ) ( )
( 11

2 1

1

3 2

1

6

)

( ) ( ) ( )x x x x+ − +
=

×
=

�

lim )ج x
x xx®-

= +
+ +

= - +
- + - +

=
1

3

2

1

3 2

1 1

1 3 1 2

0

0

3

2( ) ( )
مبهم �

 ( ) ( )a b a ab b a b+ - + = +2 2 3 3 چون فرجۀ رادیکال 3 است، باید از اتحاد
) فرض کرده و صورت و مخرج  )a b+ ) را )x3 1+ استفاده کنیم. به همین منظور
) ضرب می‌کنیم: )a ab b2 2- + ) یعنی در )x x23 3

1- + کسر را در عبارت

lim x
x x

lim x
x x

x x

x xx x→− →−

+
+ +

= +
+ +

× − +

− +

=

1

3

2
1

3 23 3

23 3

1

3 2

1

2 1

1

1
( ) ( )

llim x

x x x xx→−

+

+ + − +
=

×
=

1 23 3

1

2 1 1

1

1 3

1

3( ) ( ) ( ) ( )

�
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  صفحۀ 57 کتاب درسی کار در کلاس  
1- حدود زیر را محاسبه کنید.

lim )الف x
xx® - -- -

=
-

= = -¥
5

2

5

2 5

5 5

10

0

( ) �

lim )ب x
xx® + ++ -

=
-

= = +¥
5

2

5

2 5

5 5

10

0

( ) �

 
N)

( )
lim

xx→

→
+ +

−
 → − = = = −∞

 →

+

0 2

1

SwHn ke

Oa ke

lim
xx 0
2 2

1 -1

0

-1

0

 − = = = −∞










⇒ − = −∞

→
− +

→

−
lim

x

lim
x

x

x

0
2 2

0
2

1 -1

0

-1

0

1

( )
�

R) | |lim xx→

→
+

→

−

 → =
−

= = +∞

 →

+

3

2

3

SwHn ke

Oa ke

lim x

lim

x

x

3

2

3

2

0

33

3

2

3

2

0

2

3

− − −
= = +∞










⇒
−

= +∞

+

→

( )

| |

x

lim xx

�

 
V) [ ]

| |

[ ]

( )
lim x

xx→−

→ −
+

+

 →
+

= − = −∞
+

1

3

3 1

SwHn ke

Oa

lim x
xx 1

3

3 1

1

0

  ke →
− +

= − = −∞














⇒

→ −
+

→−

−
lim x

x

lim

x

x

( )

[ ]
( )1

3

1

3

3 1

1

0

[x]

|| |3 1x + = −∞

�

 
Z)

( ) (
lim x
sin xx→

→
+ +

+
 → + = + =

+

0 2

1

SwHn ke lim x
sin x sinx 0

2 2

1 0 1

0

1

0 ))

( ) ( )

2

0
2 2 2

1

0

1 0 1

0

1

0

1

0

= =+∞

 → + = + = = =+

+

→
− − +−

Oa ke lim x
sin x sinx

∞∞










⇒ + =+∞
→
lim x
sin xx 0

2

1

�

را  راست  و  حد چپ  می‌توانستیم  )ج(  و  )ث(  )ت(،  )پ(،  موارد  تمام  در  تذکر:تذکر: 

جداگانه حساب نکنیم، چون در مخرج آن‌ها عباراتی به شکل  و  وجود 
+0 است. دارد و جواب حد مخرج برابر
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2- تعریف  2- نمودار تابعی مانند f را رسم کنید که در یک همسایگی محذوف
با  را  خود  پاسخ   . limf x

x
( )

( )® - -
= +

2
¥¥ و  limf x

x
( )

( )® - +
= -

2
¥¥ که طوری  به  باشد،  شده 

جواب‌های دوستانتان مقایسه کنید.
این سؤال، یک جواب منحصر به فرد ندارد. یکی 

از جواب‌ها به صورت مقابل است:

درس 2

  صفحۀ 60 کتاب درسی کار در کلاس  
1- مقدار حدود زیر را محاسبه کنید.

lim )الف x
xx®-¥ ®-¥

+
-

=
+

-
= =3 2

1
lim

x x

x x
x

( )

( )

3
2

1
1

3

1
3

0

0

�

lim )ب t
t tt®-¥ ®-¥

-
+

=
-

+
= - = -1 5

3
1

2

2
lim

t
t

t t
t

2

2

0

2

0

1
5

3

5

1
5

( )

( )
�

lim )پ xx®+¥ ®+¥-
=

- ´ +¥
=

- ¥
=

-¥
=1

2 3
lim
x

1

2 3

1

2

1
0( ) �

با  را  باشد. پاسخ خود   ( )-1 برابر  +¥¥ بزنید که حد آن در تابعی مثال  الف(   -2
جواب‌های دوستانتان مقایسه کنید. بی‌شمار تابع وجود دارند که حد همۀ آن‌ها 

1- شود. مانند: ¥+ برابر در
f x x

x( ) = - +
-

3 1

3 6
f یا x x

x x
( ) = -

+
5

7

2

2
�

ab برابر1- باشد، جواب است. y به شرطی که ax
bx

n

n= +
+




یعنی هر تابع به شکل

¥¥- برابر 100 باشد. پاسخ خود را با جواب‌های  ب( تابعی مثال بزنید که حد آن در
 -¥ در آن‌ها  همۀ  که حد  دارند  وجود  تابع  بی‌شمار  دوستانتان مقایسه کنید. 

برابر 100 می‌باشد. مانند:
f x x

x( ) = -
+

100 1

6
f یا x x x

x x
( ) = -

+ +
500 8

5 7 3

2

2
�

ab برابر 100 باشد، جواب  y به شرطی که ax
bx

n

n= +
+




یعنی هر تابع به شکل
این سؤال است.
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  صفحۀ 62 کتاب درسی کار در کلاس  
با توجه به نمودار هر تابع، طرف دوم تساوی‌ها را بنویسید.

 )پ
lim f x

lim f x
x

x

→−∞

→+∞

=−∞

=−∞







( )

( )
 )ب

lim x

lim x
x

x

→−∞

→+∞

+ =−∞

+ =+∞







( )

( )

2 1

2 1
 )الف

lim x

lim x
x

x

→−∞

→+∞

=+∞

=+∞









2

2

 )ج
lim hx

lim h x
x

x

→−∞

→+∞

=

=+∞







( )

( )

0
 )ث

lim g x

lim g x
x

x

→−∞

→+∞

=+∞

=







( )

( ) 2
 )ت

lim x

lim x

x

x

®-¥

®+¥

- +

= +¥

- +

= -¥

ì

í

ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

( )

( )

1

2
1

1

2
1

  صفحۀ 63 کتاب درسی کار در کلاس  
حدود زیر را محاسبه کنید:

lim )الف x x
x x xx®+¥ ®+¥

- +
- -

= =2 5 4

7 11 6

3

3 2
lim x

xx

2

7

2

7

3

3
�

lim )ب x
x xx®-¥ ®-¥ ®-¥

+
+ -

= = =
-¥

=
+¥

=5 4

8
3

lim x
x

lim
xx x

5 5 5 5
0

3 2 2( )
�

N) ( ) ( )lim x x
xx→−∞ →−∞ →−∞

− +
+

= − = − =− −∞4 5

2 9

7 2

3
lim x

x
lim x

x x

4

2

2 2

7

3

4 44

2=− +∞ =−∞( )
�
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فصل چهارم

درس 1

  صفحۀ 72 کتاب درسی کار در کلاس  
2- بنویسید.  y را در نقطه‌ای به طول x= +2

3 معادلۀ خط مماس بر منحنی تابع
x به  = -2 به کمک تعریف مشتق، شیب خط مماس بر منحنی y را در نقطۀ
f x x f( ) ( ) ( )= + Þ - = - + =2 2

3 2 2 3 7 دست می‌آوریم:�

′ = + − = − + − −

= − +

→ →

→

f a lim f a h f a
h

lim f h f
h

lim h
h h

h

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
0 0

0

2 2

2
22

0

2
3 7 4 4 4+ − = − + −

→h
lim h h

hh

�

= - = - = -
®
lim h h

hh 0

4
0 4 4

( ) شیب خط مماس �

y y m x x y x
A

x
y

m- = - ¾ ®¾¾¾ - = - +

- ®
®
=-1 1

2

7

4

1

1
7 4 2( ) ( ) �

Þ = - -y x4 � معادلۀ خط مماس1

  صفحۀ 74 کتاب درسی کار در کلاس  
f¢ را حساب کنید. ( )5 f¢ و ( )8 ، f x x x( ) = - +2

10 الف( برای تابع

¢ = -
-

Þ ¢ = -
-® ®

f a lim f x f a
x a f lim f x f

xx a x
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )8 8

88
�

= − + −
−

= − − +
−

= − −
→ →

→

lim x x
x

lim x x
x

lim x
x x

x

8

2

8

2

8

10 16

8

10 16

8

8

( ) ( )

( ) (xx
x

−
−

= − − = −2

8
8 2 6

) ( )
�

′ = −
−

= − + −
−

= − −

→ →

→

f lim f x f
x

lim x x
x

lim x

x x

x

( ) ( ) ( )

(

5
5

5

10 25

5

10

5 5

2

5

2 xx
x

lim
xx

+
−

= − −
−

= − − =
→

25

5

5

5
5 5 0

5

2) (x ) ( )
�

قرینۀ  آن‌ها  در  تابع  مشتق  مقدار  که  کنید  مشخص  منحنی  روی  نقطه  دو  ب( 
یکدیگر باشند.
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هر دو نقطه که نسبت به خط تقارن 
هم  قرینۀ   ) x = 5 )خط سهمی 
باشند، شیبشان قرینۀ یکدیگر است، 
مثلاً شیب نقاط B و D قرینه است. 
کمک  به  را  موضوع  این  می‌توان 
تعریف مشتق اثبات کرد. فرض کنید 
طول‌های این دو نقطۀ مورد نظر، a و 

b باشند، پس داریم: 

¢ = - ¢ Þ -
-

= - -
-® ®

f a f b lim f x f a
x a lim f x f b

x bx a x b
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) �

Þ - + + -
-

= - - + + -
-® ®

lim x x a a
x a lim x x b b

x bx a x b

2 2 2 2
10 10 10 10 �

Þ - + + -
-

= -
®

- - +

®

-

lim x a x a
x a lim x b

x a x b

x b

( ) ( )

(x a)(x a) (

2 2 2 2
10

��� �� )) ( )

( )

x b

x b
x b

+

- -
-

���
10 �

⇒ − − − +
−

=
− + −

−
⇒ − + = −

→ →
lim x a x a

x a
lim

x b x b
x b

a b
x a x b

( ) ( ) ( ) ( )10 10

2 10 2 110 10⇒ + =a b

�

پس هر دو نقطه‌ای روی سهمی که مجموع طولشان 10 باشد، شیب خط مماس 
در آن‌ها با هم قرینه‌اند.

پ( به کمک شکل توضیح دهید که تابع در چه نقاطی دارای مشتق مثبت و در چه 
] شیب خطوط مماس و در نتیجه  , )0 5 نقاطی مشتق منفی است. در نقاط بازۀ
) شیب خطوط مماس منفی و در نتیجه  , ]5 10 مشتق، مثبت است و در نقاط بازۀ
] نمودار تابع، صعودی است،  , )0 5 مشتق هم منفی است. به عبارت دیگر در بازۀ

. ¢ <y 0 ) نمودار تابع نزولی است، پس , ]5 10 ¢ و در بازۀ >y 0 پس
ت( بدون محاسبه و تنها به کمک نمودار، شیب خط‌های مماس بر منحنی در نقاط 
3 و 4 را با هم مقایسه کنید. از روی شکل واضح است که زاویۀ ایجاد‌شده بین خط 
x و جهت مثبت محور xها بیشتر از همین زاویه در نقطۀ = 3 مماس در نقطۀ

x بیشتر است. = 3 x است، پس شیب خط مماس در = 4
f¢ صحت حدس خود را بررسی نمایید. ( )4 f¢ و ( )3 ث( با محاسبۀ

¢ = -
-

= - + -
-® ®

f lim f x f
x lim x x

xx x
( ) ( ) ( )
3

3

3

10 21

33 3

2

�

= - - -
-

= - - =
® ®
lim x x

x lim x
x x3 3

3 7

3
7 4

( ) ( ) ( ) �
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′ = −
−

= − + −
−

= − −
→ →

→

f lim f x f
x

lim x x
x

lim x
x x

x

( ) ( ) ( )

( ) (

4
4

4

10 24

4

4

4 4

2

4

xx
x

lim x
x

−
−

= − − =
→

6

4
6 2

4

) ( )
�

¢ > ¢f f( ) ( )3 4 پس نتیجه می‌گیریم که: �

درس 2

  صفحۀ 78 کتاب درسی کار در کلاس  

g در نظر می‌گیریم. x x x
x x

( ) = £
+ >

ì
í
ï

îï

2
1

1 1
تابع g )شکل روبه‌رو( را به صورت
چون  نیست؟  موجود   ¢g ( )1 چرا
ناپیوسته   x =1 در  g تابع 
است، لذا مشتق‌پذیر هم نیست، 
ناپیوستگی  به   توجه  بدون  ولی 
نیز، می‌توانیم ثابت کنیم که تابع 

x مشتق ندارد: =1 g در

¢ = -
-®

g lim g x g
xx

( ) ( ) ( )1 1
11

SwHn ke

Oa ke

¾ ®¾¾¾ + -
-

=
-

= = +¥

¾ ®¾¾¾

® ® ++ +
lim x

x lim x
x

li

x x1 1

1 1

1 1

1

0

mm x
x lim

x x
xx x® ®- -

-
-

=
- +

-
=

ì

í
ïï

î
ï
ï

1

2

1

1

1

1 1

1
2

( ) ( )

x مشتق‌ناپذیر است. =1 x موجود نیست، پس g در =1 مشتق راست g در
  صفحۀ 79 کتاب درسی کار در کلاس  

x نیز موجود نیست. = -1 نشان دهید که مشتق تابع f در مثال قبل در
به  بنویسید.  را   x = -1 در چپ  و  راست  نیم‌مماس‌های  معادلۀ  امکان  صورت  در 

کمک تعریف مشتق خواهیم داشت:

¢ - = - -
- -

= - -
+®- ®-

f lim f x f
x lim x

xx x
( ) ( ) ( )

( )
| |

1
1

1

1 0

11 1

2

�
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) داخل قدرمطلق را به صفر تبدیل می‌کند و ریشۀ ساده است، پس باید  )-1
مشتق چپ و راست را جداگانه حساب کنیم:

¢ - = - -
+

= - - +
+

=+
® - ® -+ +

f lim x
x lim x x

xx x
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1

1

1 1

1
2

1

2

1

�

¢ - = -
+

= - +
+

= --
® - ® -- -

f lim x
x lim

xx x
( ) ( ) (x ) ( x )

( ) ( )
1

1

1

1 1

1
2

1

2

1

�

حاصل  چون  ولی  نیست،  مشتق‌پذیر   -1 در  f لذا   ¢ - ¹ ¢ -+ -f f( ) ( )1 1 پس
مشتق‌ها عددهای متناهی شدند می‌توانیم معادلۀ مماس‌های چپ و راست را در

x بنویسیم: = -1

(A , ( ) ) ( )( )−
′ − =  → − = ++

− = −1

0
1 2 0 2 11 1f y xy y m x x �

⇒ = +y x2 2 معادلۀ نیم‌مماس راست  �

(A , ( ) ) ( )
−

′ − = − ⇒ − = − +−
1

0
1 2 0 2 1f y x �

⇒ = − −y x2 2 معادلۀ نیم‌مماس چپ  �
  صفحۀ 82 کتاب درسی کار در کلاس  
نقاط مشخص‌شده،  یا  نقطه  تابع در کدام  در شکل‌های زیر مشخص کنید که هر 

مشتق‌پذیر نیست.

x3 گوشه‌ای  x1 و نقاط
هستند، پس تابع در 
آن‌ها مشتق‌پذیر نیست.

 x3 x2 و تابع در
ناپیوسته است و در 
نتیجه مشتق ندارد.

x2 نقطۀ گوشه‌ای 
است، پس تابع در آن 
مشتق‌پذیر نیست. 

)مشتق‌های چپ و راست 
x2 مساوی نیستند.( در
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x2 نقطۀ بازگشتی  نقطۀ
است، پس تابع در آن‌ 

مشتق ندارد.

x3 پیوسته است،  تابع در
 x3 ولی خط مماس در
عمودی است، لذا مشتق 

x3 وجود ندارد. در

x3 ناپیوسته  تابع در
است، پس در آن مشتق 

هم ندارد.

  صفحۀ 84 کتاب درسی کار در کلاس  

را   ¢f دامنه و   f دامنه   f x
x x
x

( ) =
¹
=

ì
í
î

5 1

2 1
اگر

 f را به دست آورید. نمودار ¢f محاسبه کنید و ضابطه
f¢ را رسم کنید. و نمودار

x
y

0 2

0 10
�

دامنۀ f برابر اجتماع دامنه‌های دو ضابطۀ f است:
         Df = Î ¹ ={x | x } { }� ∪ �1 1 �

x ناپیوسته است، پس مشتق هم ندارد: =1 توجه کنید که f در
f
lim f x lim f x
x x

( )
( ) ( ) ( )

1 2

5 1 5

1 1

=
= = =

ì
í
ï

îï ® ®+ -

�

می‌آوریم.  دست  به  را   ¢f ضابطۀ حالا  است.    -{ }1 با برابر   ¢f دامنۀ پس 
(a )¹ 1

¢ = -
-

= -
-

= -
-

=
® ® ®

f a lim f x f a
x a lim x a

x a lim x a
x ax a x a x a

( ) ( ) ( ) ( )5 5 5 5 �

¢ =f (x) 5 f¢ برابر است با:� پس ضابطۀ
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  صفحۀ 87 کتاب درسی کار در کلاس  
1( مشتق تابع‌های زیر را به دست آورید:

f )الف x x( ) =
-
1

4
Þ ¢ = - -

-
= -

-
f x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(x ) (x )
0 4 1 1

4

1

4
2 2

�

g )ب x x
x

( ) ( )= - -
+

3 1

5
2

8 �

Þ ¢ = ´ - + - - -
+

- -
+

g x x x x
x

x
x

( ) ( ( ) ( )
( )

) ( )8
3 5 2 3 1

5

3 1

5

2

2 2 2

7 �

h )پ x x
x x

( ) =
+ -2 1

2
�

Þ ¢ = + - - +
+ -

= - -
+ -

h x x x x x
x x

x
x x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 4 1

2 1

2 1

2 1

2

2 2

2

2 2
�

و  g( )2 8= ، ¢ =f ( )2 5 ، f ( )2 3= و باشند  مشتق‌پذیر  توابع   g و   f اگر   )2

) را به دست آورید. ) ( )f
g

¢ 2 ) و ) ( )fg ¢ 2 ¢ مقدار = -g ( )2 6

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )fg f g g f′ = ′ + ′ = × + − = − =2 2 2 2 2 5 8 6 3 40 18 22 �

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(g( ))

( ) ( )f
g

f g g f¢ =
¢ - ¢

= ´ - - = =2
2 2 2 2

2

5 8 6 3

8

58

64

29

32 2 22
�

  صفحۀ 88 کتاب درسی کار در کلاس  
f )الف x x x( ) ( ) ( )= + -2 3

1 5 1 مشتق تابع‌های زیر را به دست آورید.�
¢ = ¢ + ¢y u v v u. . ، آن‌گاه داریم:� y u v= . می‌دانیم اگر
¢ = + - + +f x x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 1 5 1 5 1

2 2 2 3 بنابراین:�

g )ب x x
x

( ) ( )= - -
+

3 1

5
2

8 �

 Þ ¢ = ´ - + - - -
+

- -
+

g x x
x

x
x

( ) ( ( ) x( x )
( )

) ( )8
3 5 2 3 1

5

3 1

5

2

2 2 2

7 �

  صفحۀ 89 کتاب درسی کار در کلاس  
) را به طور مشابه تعریف کنید. , ]a b ] و , )a b مشتق‌پذیری روی بازه‌های

 (a , )b بازۀ نقاط  تمام  در  هرگاه  است،  مشتق‌پذیر   [ , )a b بازۀ روی   f تابع 
مشتق‌پذیر باشد و ضمناً در نقطۀ a مشتق راست داشته باشد.

 (a , )b بازۀ نقاط  تمام  در  هرگاه  است،  مشتق‌پذیر   ( , ]a b بازۀ روی   f تابع 
مشتق‌پذیر باشد و ضمناً در نقطۀ b مشتق چپ داشته باشد.

 ( , )-¥ + ¥ Df و f در هر عدد حقیقی مشتق‌پذیر باشد، گوییم f روی بازه =  اگر
مشتق‌پذیر است.
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  صفحۀ 89 کتاب درسی کار در کلاس  

f نمودار f را رسم کنید و مشتق‌پذیری f را روی  x
x x

x x
x x

( ) =

+ < -

- - £ <
- + < <

ì

í
ïï

î
ï
ï

2 4 1

1 1 2

5 2 5

2 اگر

] بررسی کنید. , ]-2 0 ) و , )2 5 ، [ , ]-1 1 بازه‌های

f x

x x
x
y

x x
x
y

x x
x
y

( ) =

+ < -
- -

- - £ <
-

-

- + < <

ì

í

2 4 1
1 2

2 0

1 1 2
1 0 2

0 1 3

5 2 5
2 5

3 0

2

ïï
ï
ï
ï

î

ï
ï
ï
ï

�

] مشتق‌پذیر است، چون اولاً در  , ]-1 1 از روی شکل معلوم است که تابع در بازۀ
است،  مشتق‌پذیر   ( , )-1 1 بازۀ نقاط  تمام 
x مشتق راست دارد و ثالثاً در = -1 ثانیاً در
x مشتق چپ دارد. ضمناً تابع در بازۀ =1

) نیز مشتق‌پذیر است، چون در تمام  , )2 5

نقاط این بازه، تابع مشتق دارد. تابع در بازۀ
در چون  نیست،  مشتق‌پذیر   [ , ]-2 0

x از این بازه پیوسته نیست. = -1

درس 3

  صفحۀ 95 کتاب درسی کار در کلاس  
1( نمودار زیر موقعیت یک ذره را در لحظۀ t نمایش می‌دهد. مقادیر زیر را از کوچک 

به بزرگ مرتب کنید:
)محاسبۀ عددی لازم نیست.(

 B     t = 3 t و = 1 A سرعت متوسط بین
t = 6 t و = 5 سرعت متوسط بین

             	t = 1 C سرعت لحظه‌ای در
t = 3 D سرعت لحظه‌ای در

t = 6 t	             F سرعت لحظه‌ای در = 5 ‌E سرعت لحظه‌ای در
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t در واقع شیب پاره‌خطی است که دو نقطۀ  = 3 t و سرعت متوسط بین1=
سرعت  می‌توان  مشابه  طریق  به  می‌کند.  وصل  هم  به  را  زمان‌ها  این  با  متناظر 
از  نقطه  هر  در  لحظه‌ای  سرعت  کرد.  تعریف  را   t = 6 و  t = 5 بین متوسط 
منحنی، همان شیب خط مماس بر منحنی است، لذا با توجه به نمودار داده‌شده 
C A D E B F> > > > > می‌توان نتیجه گرفت که: �

  صفحۀ 96 کتاب درسی کار در کلاس  
] چه‌قدر است؟ , ]0 25 الف( آهنگ متوسط رشد در بازۀ زمانی

= آهنگ متوسط رشد −
−

= + − + = =f f( ) ( ) ( ) ( ) /25 0

25 0

7 25 50 7 0 50

25

7

5
1 4 �

قد  تغییر  لحظه‌ای  آهنگ  ب( 
 49 و  ماهگی   25 در  را  کودک 
کنید.  مقایسه  هم  با  ماهگی، 

کدام‌یک بیشتر است؟
�

�

�

پس آهنگ تغییر لحظه‌ای قد کودک در 25 ماهگی بیشتر از 49 ماهگی اوست.
پ( اگر قد علی در 16 ماهگی، 80 سانتی‌متر و در 36 ماهگی، 95 سانتی‌متر باشد، 
آهنگ متوسط تغییر رشد او را در این فاصله حساب کنید و با نمودار بالا مقایسه 

fکنید. cm f cm( ) , ( )16 80 36 95= = �

= آهنگ متوسط تغییر رشد علی −
−

( ) ( )Â«ÀI¶ 36 nj Â±ø k¤ Â«ÀI¶ 16 nj Â±ø k¤

36 16
�

= − =95 80

20
0 75/ cm �

آهنگ متوسط تغییر استاندارد )با توجه به نمودار داده‌شده( در همین بازۀ زمانی 
برابر است با:

= آهنگ متوسط استاندارد −
−

= + − + =f f( ) ( ) ( ) ( ) /36 16

36 16

7 36 50 7 16 50

20
0 7 �

پس آهنگ متوسط رشد قد علی در بازۀ زمانی 16 تا 36 ماهگی از آهنگ متوسط 
استاندارد، بیشتر است.

f x x f x
x

( ) ( ) ( )= + Þ ¢ =7 25 7
1

2

x

x

f

f

=

=

¾ ®¾¾ ¢ = ´ = =

¾ ®¾¾ ¢ = ´ = =

25

49

25 7
1

2 25

7

10
0 7

49 7
1

2 49

7

14
0 5

( ) /

( ) /

ìì

í
ïï

î
ï
ï
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  صفحۀ 99 کتاب درسی کار در کلاس  

با توجه به مثال قبل:

الف( ‌سرعت جسم هنگام پرتاب و هنگام برخورد به زمین را به دست آورید.

h t t t h t t h m st( ) ( ) ( ) /=− + ⇒ ′ =− + → ′ ==
5 40 10 40 0 40

2 0    �

t h m s=¾ ®¾¾ ¢ = - + = -8
8 80 40 40( ) / �

] به دست آورید. , ]5 8 ب( سرعت متوسط جسم را در بازۀ زمانی

[ , ]5 8 = سرعت متوسط در بازۀ -
-

= - = -h h m s( ) ( ) /8 5

8 5

0 75

3
25 �

است.   -35m s/ و  35m s/ جسم سرعت  که  کنید  معلوم  را  لحظاتی  پ( 

می‌دانیم سرعت، همان مشتق تابع است. لذا داریم:

¢ = Þ - + = Þ =h t t t s( ) / ( )35 10 40 35 0 5 �

        ¢ = - Þ - + = - Þ =h t t t s( ) / ( )35 10 40 35 7 5 �

فصل پنجم

درس 1

  صفحۀ 103 کتاب درسی کار در کلاس  

از فصل قبل می‌دانیم که مشتق هر تابع در یک نقطه، با شیب خط مماس بر نمودار 

تابع در آن نقطه برابر است. تابع 

زیر را در نظر بگیرید:

ملاحظه می‌شود که:

اکیداً   f که   ( , )1 7 بازۀ در  الف( 

خط‌های  شیب  است،  صعودی 

f¢ مثبت است. مماس بر نمودار f، مثبت است؛ بنابراین در این بازه علامت

 ،f نزولی است، شیب خط‌های مماس بر نمودار ) که تابع اکیداً  , )7 12 ب( در بازۀ

f¢ منفی است. منفی است؛ بنابراین در این بازه علامت
f¢ برابر صفر است. ) که تابع، مقدار ثابت دارد، مقدار , )12 + ¥ پ( در بازۀ
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  صفحۀ 105 کتاب درسی کار در کلاس  
نوع اکسترمم‌های نسبی هر یک از توابع زیر را در نقاط مشخص‌شده تعیین کنید 

و جدول‌ها را کامل کنید.

g )ب x x x( ) , [ , ]=− − ∈ −2
1 1 f )الف2 x x x( ) || | |, [ , ]= − ∈ −2 5 3

طه
نق

بی
نس

م 
رم

ست
 اک

وع
ن

بی
نس

م 
رم

ست
 اک

دار
مق

ق
شت

ر م
دا

مق

طه
نق

بی
نس

م 
رم

ست
 اک

وع
ن

بی
نس

م 
رم

ست
 اک

دار
مق

ق
شت

ر م
دا

مق

A نقطۀ اکسترمم
نه max نسبی و Aــنسبی نیست.

ــنه min نسبی

Bنسبی max-1
 ¢f ( )0

برابر 
صفر 
است.

Bنسبی min0
 ′ −f ( )2
موجود 
نیست.

C

نقطۀ اکسترمم 
نسبی نیست 
چون تابع در 
همسایگی 

راست آن تعریف 
نشده است.

max2 نسبیCــ
 ¢f ( )0
موجود 
نیست.

Dنسبی minصفر
 ¢f ( )2
موجود 
نیست.

E

نه max نسبی و نه 
min نسبی

چون تابع در 
همسایگی راست 
آن تعریف نشده 

است.

ــ
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  صفحۀ 107 کتاب درسی کار در کلاس  
x مینیمم  = 2 ، نشان دهید که f در f x x( ) | |= - 2 1- الف( با رسم نمودار تابع

نسبی دارد.

) مینیمم نسبی  , )2 0 نقطۀ
است چون عرض آن نسبت به 
عرض نقاط همسایگی خود، 

کم‌تر است.

 Þ

x نقطۀ گوشه‌ای است، یعنی داریم: = 2 f¢ موجود است؟ چرا؟ خیر چون ( )2 ب( آیا

f x
x x
x x

f x
x f
x f

( ) ( )
( )
( )

=
− ≥

− + <
⇒ ′ =

> ⇒ ′ =
− < ⇒ ′ =−







+

−

2 2

2 2

1 2 2 1

1 2 2 1




�

 x = 2 x با مشتق چپ برابر نیست، پس f در = 2 می‌بینید که مشتق راست در
مشتق‌پذیر نیست.

f¢ موجود نیست. ( )2 x طول نقطۀ بحرانی تابع است؟ چرا؟ بله چون = 2 پ( آیا
f را رسم کرده‌ایم. x x x( ) = - +3 3 2- نمودار تابع

الف( طول‌های نقاط اکسترمم نسبی f را تعیین کنید. 
x طول مینیمم  = -1 x طول ماکزیمم نسبی و =1

نسبی است.
 مشتق‌پذیر است. ریشه‌های  ب( می‌دانیم این تابع در
، یعنی طول‌های نقاط بحرانی تابع را  ¢ =f x( ) 0 معادلۀ

¢ = Þ - + = Þ = Þ = ±f x x x x( ) 0 3 3 0 1 1
2 2 به دست آورید.�

پ( با توجه به )الف( و )ب(، درستی قضیۀ فرما را در مورد این تابع بررسی کنید. 
x طول نقاط اکسترمم نسبی هستند و مشتق در آن‌ها موجود است  = x و1- =1

¢ یعنی نقاط اکسترمم نسبی، بحرانی هم هستند. =f ( )1 0 ¢ و - =f ( )1 و داریم0
f را در نظر بگیرید. f همواره مشتق‌پذیر است. x x x( ) = - + +2 2 2 3- تابع با ضابطۀ

¢ = - +f x x( ) 2 2 f¢ را به دست آورید.� x( ) الف(
¢ را محاسبه کنید تا طول نقاط بحرانی تابع به دست آید. =f x( ) 0 ب( ریشۀ معادلۀ

¢ = Þ - + = Þ =f x x x( ) 0 2 2 0 طول نقطۀ بحرانی1 �
نقطۀ  بر  f منطبق  اکسترمم  نقطۀ  آیا  نمودار سهمی، تحقیق کنید که  با رسم  پ( 

بحرانی آن است؟

f x x x x b
a

yS S( )
( )

=− + + ⇒ = − = −
−

=  → =2
2 2

2

2

2 1
1 3

ÍMIU  nj �
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Þ
210x

232y

از روی نمودار، واضح است که نقطۀ اکسترمم نسبی )max نسبی( بر نقطۀ بحرانی 
منطبق است. زیرا شیب مماس در نقطۀ رأس برابر صفر است. )مماس افقی است.(

  صفحۀ 108 کتاب درسی کار در کلاس  
f در زیر آمده است که در آن با تعیین علامت x x x( ) = - -2 2 1- جدول تغییرات تابع
، بازه‌هایی که تابع f در آن‌ها صعودی است و هم‌چنین بازه‌هایی که نزولی می‌باشد، تعیین  ¢f

شده است. هم‌‌چنین، اکسترمم نسبی تابع در جدول مشخص شده است:
¢ = - -f x x( ) 2 2 � ¢ = Þ = -f x x( ) 0 1 طول نقطۀ بحرانی

�

، ماکزیمم نسبی تابع است؛ چرا  ( )-1 با توجه به جدول، مشخص کنید که نقطۀ به طول
که رفتار تابع در این نقطه از صعودی اکید به نزولی اکید تغییر کرده است. با توجه به 

جدول و در صورت لزوم با یافتن نقاط دیگری از تابع، نمودار آن را رسم کنید.

Þ
0-1-2x
010y

نقاط  که  کنید  رسم   g x x x( ) = -3 2
3 تابع برای  بالا  جدول  مشابه  جدولی   -2

اکسترمم نسبی تابع در آن مشخص شده باشد.
g را حل می‌‌کنیم تا نقطه یا نقاط بحرانی تابع )در صورت  x'( ) =0 ابتدا معادلۀ

وجود( به دست آیند:

′ = − = ⇒ − = ⇒
= ⇒ =
= ⇒ =−





g x x x x x
x g
x g

( ) ( )
( )
( )

3 6 0 3 2 0
0 0 0

2 2 4

2 �

x

f
f

-¥ - +¥
-¥ - - + ¥

¢ + -

1

1 1

0

1

½pIM

S¶°ø

ÂÄH¼¹§Ä kÃ¨ H Áj¼÷Å kÃ¨ 

( , ) ( , )

HH  Â²»qº

ÂLvº-¥ -¥↗ ↘max
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x

g
g

-¥ +¥
-¥ + ¥

¢ + - +
-¥ - +¥

0 2

0 0 2 2

0 0

0 4

½pIM

S¶°ø

ÂÄH¼¹§Ä

( , ) ( , ) ( , )

m
↗ ↘ ↗

aax min
ÂLvº ÂLvº �

) مینیمم نسبی تابع g است. , )2 4- ) ماکزیمم نسبی و نقطۀ , )0 0 پس نقطۀ

  صفحۀ 110 کتاب درسی کار در کلاس  
نقاط  هم‌چنین  و  زیر  تابع  نسبی  و  مطلق  اکسترمم‌های  زیر،  تکمیل جدول  با   -1

بحرانی آن را در نقاط مشخص‌شده تعیین کنید.
طول نقطه987654321

OOOOمطلق max

OPOOمطلق min

OOOPنسبی max

OPPOنسبی min

POPPPPنقطۀ بحرانی

�
2- به کمک رسم نمودار تابع، مقادیر اکسترمم نسبی و مطلق تابع‌های زیر را در 
t )الف x x x( ) ; [ , ]= Î -3

2 1 صورت وجود تعیین کنید.�

Þ
10-2x

10-8y
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) ماکزیمم مطلق و  , )1 1 با توجه به نمودار، این تابع اکسترمم نسبی ندارد. نقطۀ
) مینیمم مطلق f است. پس مقادیر ماکزیمم و مینیمم مطلق  , )- -2 8 نقطۀ

8- هستند. به ترتیب 1 و

g )ب x x x( ) ; [ , ]= - Î -2
2 3 �

Þ
30-2x

 -90-4y

) ماکزیمم نسبی و مطلق است  , )0 0 از شکل رسم‌شده، نتیجه می‌گیریم که نقطۀ
) مینیمم مطلق می‌باشد؛ پس مقدار ماکزیمم نسبی و مطلق برابر  , )3 9- و نقطۀ

9- است. صفر و مقدار مینیمم مطلق برابر

u )پ x x( ) = 1 �
و  نسبی  اکسترمم  تابع،  این  شکل  به  توجه  با 

مطلق ندارد.

�
درس 2

  صفحۀ 118 کتاب درسی کار در کلاس  
1- می‌خواهیم یک قوطی فلزی استوانه‌ای شکل و در باز بسازیم که گنجایش آن 
دقیقاً یک لیتر باشد. ابعاد قوطی چه‌قدر باشد تا مقدار فلز به کار رفته در تولید 

آن مینیمم شود.
حل: باید مساحت کل استوانه کم‌ترین مقدار ممکن گردد.

1 حجم استوانه 1000 1000
10003 2 2

2
( ) ( )lit cm r h cm h

r
= ⇒ = ⇒ =π

π
�



33

S : مساحت کل استوانه = + مساحت قاعده سطح جانبی �

S r r rh S r r r
r

S r r
r

( ) ( ) ( ) ( )= + ⇒ = + ⇒ = +π π π π
π

π2 2

2

2
2 2

1000 2000 �

S و تشکیل  یافتن نقطۀ بحرانی  با 
آن، مشخص کنید  تغییرات  جدول 
که به ازای چه مقداری از r، مقدار

S مینیمم می‌‌گردد. r( )

¢ = - = Þ - =S r
r

r
r

( ) r2
2000

0
2 2000

0
2

3

2
p p �

Þ - = Þ = Þ =

Þ =

2 2000 0 1000
1000

10

3 3 3

3

p p
p

p

r r r

r
�

بر  کیلومتر   v سرعت  با  حرکت  برای  ساعت  هر  در  قطار  یک  سوخت  هزینۀ   -2
ساعت،  هر  برای  هزینه‌ها  سایر  هم‌چنین  است.  تومان   320 2v برابر ساعت، 
صرف‌نظر از سرعت قطار، برابر 800000 تومان می‌باشد. قطار با چه سرعتی حرکت 

کند تا هزینۀ آن در یک کیلومتر، کم‌ترین مقدار ممکن باشد.
داریم: کند،  حرکت  ساعت  بر  کیلومتر   v ثابت  سرعت  با  قطار  اگر  حل: 

C : هزینۀ t ساعت حرکت t v t= +800000 320
2( ) �

C : هزینۀ x کیلومتر حرکت x
v v x

v= +800000 320
2( ) ( ) ( ) �

C : هزینۀ 1 کیلومتر حرکت v v v( ) = +800000
320 �

را  بهینه  سرعت  آن،  تغییرات  جدول  تشکیل  با  و  بیابید  را   C تابع  بحرانی  نقطۀ 
پیدا کنید.

′ = − + = ⇒ = ⇒ =C v
v v

v( ) 800000
320 0

800000
320 320 800000

2 2

2 �

Þ = = Þ =v v km h2 800000

320
2500 50 / �

r

S
S

0
10

0

3 π
+∞

′ − +
↘ ↗

ÂLvº min

S نقطۀ بحرانی تابع

V
C
C

0 50

0

+¥
¢ - +

↘ ↗
min
ÂLvº
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پس سرعت بهینه برابر 50 کیلومتر در ساعت می‌باشد.
3- دو عدد حقیقی بیابید که تقاضل آن‌ها 10 باشد و حاصل‌ضربشان کم‌ترین مقدار 

ممکن گردد. فرض می‌کنیم عدد بزرگ‌تر ‌x و عدد کوچک‌تر y باشد:
x y y x- = Þ = -10 10 �

 S را  حاصل‌ضرب  تابع  اگر 
بنامیم، خواهیم داشت:

S xy

S x x x x

=

⇒ = − = −( )10 10
2

¢ = Þ - = Þ =
Þ = - = - = - Þ = ´ - = -
S x x

y x S
0 2 10 0 5

10 5 10 5 5 5 25min ( )
�

یک  شکل  به  که  دارد  وجود  پنجره‌هایی  کشورمان  تاریخی  بناهای  برخی  در   -4
مستطیل و نیم‌دایره‌ای بر روی آن می‌باشد به طوری که قطر نیم‌دایره برابر با پهنای 
4 متر باشد، ابعاد آن را طوری  5/ مستطیل است. اگر محیط یک چنین پنجره‌ای

بیابید که بیشترین نوردهی را داشته باشد.
حل: باید مساحت پنجره بیشترین مقدار ممکن باشد.

ôÃd¶ = ⇒ + + = ⇒ + + =

⇒ = − −

4 5 2
1

2
2

9

2
2 2

9

2

9

4 2

/ ( )h x r h r r

h r r

ππ ππ

ππ

S : مساحت پنجره = + مساحت مستطیل مساحت نیم‌دایره

S xh r S r r r r r

S r r r

= + ⇒ = − − +

⇒ = − + +

1

2
2

9

4 2

1

2

4

2

9

2

2 2

2

( ) ( ) ( )

( ) ( )

ππ ππ ππ

ππ
�

با پیداکردن نقطۀ بحرانی S و تشکیل جدول تغییرات آن، مشخص کنید که به ازای 
S بیشترین مقدار ممکن می‌شود. r( ) چه مقداری از r، مقدار

:S نقطۀ بحرانی تابع′ = − + + = ⇒ + =

⇒ =
+

=
+

S r r r

r

( ) ( ) ( )

( )

2
4

2

9

2
0 4

9

2
9

2 4

9

2 8

π π

π π

�

x
S
S

-¥ +¥
¢ - +

-

5

0

25↘ ↗
min
ÂLvº
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r

S
S

0
9

2 8

0

p +
+¥

¢ + -
↗ ↘

max
ÂLvº

� 

فصل ششم

درس 1

  صفحۀ 125 کتاب درسی کار در کلاس  

1- شکل حاصل از دوران حول محور را در حالت‌های زیر مشخص کنید و آن‌ها را 
با هم مقایسه کنید:

مثلث  دوران  از  حاصل  شکل  ب( 
قائم‌الزاویه حول محور

دوّار  مخروطی  سطح  یک  هم  باز 
که  تفاوت  این  با  می‌شود  ایجاد 
بی‌نهایت  تا  مخروط،  این  مولدهای 
امتداد ندارند و این سطح مخروطی، 
در  دایره‌ای  سطح  یک  شامل 

قاعده‌اش می‌باشد.

نیم‌خط  دوران  از  الف( شکل حاصل 
حول محور

حول  داده‌شده،  نیم‌خط  دوران  از 
محورِ مفروض، یک سطح مخروطی 
این  مولدهای  می‌شود.  ایجاد  دوّار 

مخروط تا بی‌نهایت امتداد دارند.

2- مستطیلی را حول عرض آن دوران داده‌ایم.
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الف( شکل حاصل را رسم کنید.
)طول   a قاعدۀ  شعاع  با  استوانه  یک  حاصل،  شکل 

مستطیل( و ارتفاع b )عرض مستطیل( می‌باشد.

یک  حالتی  چه  در  یک صفحه  و  استوانه  یک  برخورد  از  حاصل  مقطع  ب( سطح 
مربع است؟

در دو حالت این اتفاق رخ می‌دهد:
1- استوانه از دوران یک مستطیل با طول 2 برابر عرض آن، حول طول به وجود 

آمده باشد و صفحۀ عمود بر قاعده، شامل قطر قاعده باشد.
2- استوانه از دوران یک مستطیل ایجاد شده باشد و صفحۀ عمود بر قاعده، شامل 

وتری از دایره باشد که اندازه‌اش با اندازۀ ارتفاع استوانه برابر باشد.

حالت دوم: حالت اول:

برخورد یک  از  مقطع حاصل  باشد، مساحت سطح   4 و  ابعاد مستطیل 3  اگر  پ( 
صفحۀ موازی با قاعدۀ این استوانه چه‌قدر است؟

S r= = ´ =p p p2 2
4 16 باید مساحت دایرۀ قاعدۀ استوانه را به دست آوریم:�

ت( در حالت پ، اگر صفحه‌ای عمود بر قاعدۀ استوانه آن را قطع کند، بیشترین 
مساحت ممکن برای سطح مقطع حاصل چه‌قدر است؟

سطح مقطع حاصل، یک مستطیل است که بیشترین مقدار مساحتش وقتی ایجاد 
می‌شود که صفحۀ مفروض شامل قطر دایرۀ قاعده باشد و داریم:

S مستطیل مقطع = ´ =8 3 24 �
3- شکل حاصل از دوران یک مثلث قائم‌الزاویه حول وتر آن چیست؟

�

در حالت کلی، شکل ایجاد‌شده، از دو مخروط غیرمساوی تشکیل می‌شود. مولد 
قاعدۀ  دو مخروط،  قائمه است، ضمناً  زاویۀ  از اضلاع  از مخروط‌ها، یکی  هر یک 
مشترکی دارند که اندازۀ شعاع آن برابر با ارتفاع وارد بر وتر مثلث قائم‌الزاویۀ اولیه 

است.

�
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  صفحۀ 130 کتاب درسی کار در کلاس  
، در این صورت اندازۀ فاصلۀ  b = 3 a و = 5 1- اگر در یک بیضی داشته باشیم

کانونی را محاسبه کنید.
a b c c c

c FF c

2 2 2 2 2 2 2
5 3 25 9 16

4 2 2 4 8

= + ⇒ = + ⇒ = − =

 → = ⇒ ′ = = × =nm]

�

2- در یک بیضی افقی طول قطر بزرگ 6 و قطر 
کوچک 4 واحد است.

) باشد: , )4 5 اگر مرکز این بیضی نقطه‌ای با مختصات
الف( فاصلۀ کانونی بیضی را پیدا کنید.

AA a a
BB b b

¢ = = Þ =
¢ = = Þ =

ì
í
î

2 6 3

2 4 2
�

a b c c c c FF c2 2 2 2 2
9 4 5 5 2 2 5= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ = ⇒ ′= = �

ب( مختصات نقاط دو سر قطر بزرگ و قطر کوچک و هم‌چنین کانون‌های بیضی را بنویسید.
 ‌O نقطۀ  با   ¢F و  F و   ¢A و  A نقاط  لذا  است  افقی  بیضی  به شکل،  توجه  با 

B¢ با نقطۀ O هم‌طول هستند و داریم: هم‌عرض هستند. ضمناً رأس‌های ‌B و

O A A
4

5

4 3

5

4 3

5
Þ

+
¢

-
,     O B B

4

5

4

5 2

4

5 2
⇒

+
′
−

, �

    O F F
4

5

4 5

5

4 5

5

Þ + ¢ -, �

درس 2

  صفحۀ 136 کتاب درسی کار در کلاس  
1- در حالت‌های زیر، معادلۀ دایره را بنویسید:

الف( دایره‌ای به مرکز مبدأ مختصات و شعاع 2.
( ) ( )x y r

x y
O

r

− + − =

 → + =

→
→
=

α β
α
β

2 2 2

0

0

2

2 2
4

�

.r ب( دایره‌ای به مرکز مبدأ مختصات و شعاع

( ) ( )x y r x y r
O

- + - = ¾ ®¾ + =a b2 2 2

0

0 2 2 2 �
) باشد. , )2 1- ) بگذرد و مرکز آن , )1 3- پ( دایره‌ای که از نقطۀ

یعنی مرکز  از   A( , )1 3- نقطۀ فاصلۀ  می‌آوریم.  دست  به  را  دایره  شعاع  ابتدا 
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)O همان شعاع دایره است: , )2 1-

OA r= = - + - + = + =( ) ( )2 1 1 3 1 4 5
2 2 �

( ) ( ) ( ) ( )x y r x y
O

r
− + − =  → − + + =

→
− →
=

α β

α
β2 2 2

2

1

5

2 2
2 1 5 �معادلۀ دایره

2- با تکمیل جدول، وضعیت هر نقطه را نسبت به دایره مشخص کنید:

نقاط
شعاع و مختصات مرکز 

دایره
معادلۀ دایره

 C( , )-2 4 B( , )0 3 A( , )1 1
O r

-
= =

2

3
4 2,

( )

( )

x

y

+

+ − =

2

3 4

2

2 روی داخل دایره
دایره

بیرون 
دایره

بیرون دایره
بیرون 
دایره

روی 
دایره

 ( , )1 2- دایره به مرکز
و شعاع 3

 
( )

( )

x

y

−

+ + =

1

2 9

2

2

به عنوان نمونه، نقاط ردیف اول جدول را تک‌تک در سمت چپ معادلۀ دایره قرار 
می‌دهیم تا موقعیت آن‌ها نسبت به دایره مشخص شوند:

( ) ( )

( ) ( ) .

x y

A
x
y

+ + − =

⇒

→
→

⇒ + + − = > ⇒

2 3 4

1

1
1 2 1 3 13 4

2 2

2 2
SwH ½oÄHj ·»oÃMAA

B
x
y

B

C
x
y

0

3
0 2 3 3 4 4

2

4
2 2

2 2

2

→
→

⇒ + + − = = ⇒

− →
→

⇒ − +

( ) ( ) .

( )

SwH ½oÄHj Á»n

++ − = < ⇒
















( ) .4 3 1 4
2

SwH ½oÄHj ®iHjC

�

( ) ( )

( ) ( ) .

x y

A
x
y

A

B

− + + =

⇒

→
→

⇒ − + + = = ⇒

1 2 9

1

1
1 1 1 2 9 9

0

2 2

2 2
SwH ½oÄHj Á»n

→→
→

⇒ − + + = > ⇒

− →
→

⇒ − − +

x
y

B

C
x
y

3
0 1 3 2 26 9

2

4
2 1

2 2

2

( ) ( ) .

( )

SwH ½oÄHj ZnIi

(( ) .4 2 45 9
2+ = > ⇒
















SwH ½oÄHj ZnIiC

�
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) باشد: )x y+ + =1 4
2 2 3- اگر معادلۀ دایره‌ای به شکل

الف( مختصات مرکز دایره و اندازۀ شعاع دایره را بنویسید.

O r
-

= =
1

0
4 2½oÄHj  q¨o¶ , �

ب( مختصات نقاط تقاطع این دایره را با محورهای مختصات پیدا کنید.
برای یافتن نقاط برخورد با محور xها به جای y صفر می‌گذاریم و برای یافتن نقاط 

برخورد با محور yها به جای x صفر می‌گذاریم:

( )x y

y y

y y

x

+ + =

→ + = ⇒ =

⇒ =±

=

1 4

1 4 3

3

2 2

0 2 2 2

:  IÀ n¼d¶  IM  jn¼ioM  óII£º

IÀ n¼d¶  IM  jn¼io:  

y x x
x
x

x

=→ + + = ⇒ + =±

⇒
=
=−





0 2
1 0 4 1 2

1

3

( )

MM  óI£º















�

با  تقاطع  نقاط  و   ( , )-3 0 و  ( , )1 0 از عبارت‌اند  xها  محور  با  تقاطع  نقاط  پس 
. ( , )0 3- ) و , )0 3 محور yها عبارت‌اند از
صحت  و  کنید  رسم  را  دایره  این  شکل  پ( 

پاسخ‌های خود را به کمک شکل بررسی کنید.

�

4- معادلۀ دایره‌های زیر را بنویسید:�

q̈ o¶

5

4
3

5 4 3

5 4 9

2 2 2

2 2

→
− →

=

⇒ − + + =

⇒ − + + =

α
β
,

( ) ( )

( ) ( )

r

x y

x y

 مرکز

0

3
4

0 3 4

3 16

2 2 2

2 2

®
®

=

Þ - + - =

Þ + - =

a
b
,

( ) ( )

( )

r

x y

x y
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  صفحۀ 137 کتاب درسی کار در کلاس  

مختصات  است.   x y x y2 2
2 6 6 0+ - - + = شکل به  دایره‌ای  گستردۀ  معادلۀ 

مرکز این دایره و شعاع آن را پیدا کنید و معادلۀ دایره را به شکل استاندارد بنویسید.

 
q¨o¶ O

a

b

r a b c

− = − − =

− = − − =

= + − = − + − −

2

2

2
1

2

6

2
3

1

2
4

1

2
2 6 4

2 2 2 2

( )

( )
,

( ) ( ) (( )+ = =6
1

2
16 2

�

  صفحۀ 139 کتاب درسی کار در کلاس  
1- در موارد زیر وضعیت خط و دایره را نسبت به هم مشخص کنید.

: فاصلۀ مرکز دایره از خط را به  x y+ = 1 x و خط y x y2 2
2 2 1 0+ + + - = الف( دایرۀ

دست می‌آوریم و آن را با شعاع دایره مقایسه می‌کنیم.

x y x y O

a

b
2 2

2 2 1 0
2

2

2
1

2

2

2
1

+ + + - = Þ

- = - = -

- = - = -
�

 r a b c= + − = + − − = = × =1

2
4

1

2
4 4 4 1

1

2
12

1

2
2 3 3

2 2 ( ) �

d فاصلۀ مرکز دایره تا خط داده‌شده = − + − −

+

| ( )( ) ( )( ) |1 1 1 1 1

1 1
2 2

�

= = ⇒ >3

2

3 2

2
d r پس خط و دایره نقطهء تقاطع ندارند.�

O r
2

3
2

-
=, �y = -1 ) و خط ) ( )x y- + + =2 3 4

2 2 ب( دایرۀ

d d r= + - +

+
= = Þ =| ( )( ) ( )( ) |0 2 1 3 1

0 1

2

1
2

2 2

�

پس خط بر دایره مماس است. )خط و دایره یکدیگر را در یک نقطه قطع می‌کنند.(
3 مماس بوده و مرکز آن 4 1 0x y+ - = 2- معادلۀ دایره‌ای را بنویسید که بر خط

)C باشد. , )1 2
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بر  مماس  خط  از  دایره  مرکز  فاصلۀ  می‌دانیم 
فاصلۀ پس  است،  دایره  شعاع  همان  دایره، 

به  را   3 4 1 0x y+ - = خط تا   C( , )1 2

�دست می‌آوریم:
r ax by c

a b
=

+ +

+
= + + -

+
= = =

| | | ( ) ( ) ( ) |1 1

2 2 2 2

3 1 4 2 1

3 4

10

25

10

5
2 �

( ) ( ) ( ) ( )x y r x y- + - = Þ - + - =a b2 2 2 2 2
1 2 4 �

 3 4 2 0x y- + = دایره روی خط این  )O است.  , )2 3- نقطۀ دایره‌ای،  3- مرکز 
وتری به طول 6 جدا می‌کند. معادلۀ این دایره را بنویسید.

است.   6 برابر  و  است  شده  داده   ‌AB وتر  طول 
چون است  متساوی‌الساقین   OAB مثلث 

OA می‌باشد؛ لذا ارتفاع وارد بر قاعده،  OB r= =
میانه هم محسوب می‌شود؛ لذا:

AB AH= Þ =6 3 �
3 را به دست می‌آوریم: 4 2 0x y- + = حالا فاصلۀ ‌O از خط

OH ax by c

a b
=

+ +

+
= + - - +

+ -
= =

| | | ( ) ( ) ( ) |

( )
1 1

2 2 2 2

3 2 4 3 2

3 4

20

5
4 �

OAH رابطۀ فیثاغورس در مثلث : OA OH AH OA2 2 2 2 2 2
4 3= + ⇒ = +

Þ = Þ = Þ =OA OA r2
25 5 5 �

( ) ( ) ( ) ( )x y r x y- + - = Þ - + + =a b2 2 2 2 2
2 3 25 �

  صفحۀ 141 کتاب درسی کار در کلاس  
1- بــا انجــام مراحــل زیــر، معادلۀ دایــره‌ای را بنویســید که بــر دایرۀ

)O باشد: , )2 2- x مماس‌بیرون و مرکز آن نقطۀ y x y2 2
2 4 4 0+ + - - =

، مرکز دایرۀ داده‌شده عبارت است از: ¢O  مختصات نقطۀ

¢
- = - = -

- = - - =
O

a

b
2

2

2
1

2

4

2
2

( )
�

r¢ یعنی شعاع دایرۀ داده‌شده‌برابر است با:  اندازۀ

¢ = + - = + + =r a b c1

2
4

1

2
4 16 16 3

2 2 �
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¢OO برابر است با:  طول

OO x x y y¢ = - + - = - - + + = =( ) ( ) ( ) ( )1 2
2

1 2
2 2 2

1 2 2 2 25 5 �
پس   ، OO r r¢ = + ¢ که: است  این  باشند،  مماس‌بیرونی  دایره  دو  این‌که  شرط   

شعاع r باید برابر 2 باشد.
 معادلۀ دایرۀ مطلوب را با معلوم‌بودن اندازۀ شعاع و مختصات مرکز آن بنویسید:
( ) ( ) ( ) ( )x y r x y- + - = Þ - + + =a b2 2 2 2 2

2 2 4 �
با دوستانتان  بنویسید و پاسخ خود را  2- برای حالت‌های زیر معادلۀ دو دایره را 

مقایسه کنید.
 O( , )0 0 الف( دو دایره هم‌مرکز باشند. ما به دلخواه فرض می‌کنیم مرکز دایره‌ها

باشد، لذا داریم:
x y O r

x y O r

2 2

2 2

9
0

0
9 3

4
0

0
4 2

+ = Þ = =

+ = Þ ¢ = =

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

,

,
�

این سؤال بی‌شمار جواب دارد.
ب( دو دایره بیرون هم باشند.

 ( )r r+ ¢ برای آن‌که دو دایره بیرون هم باشند، طول خط‌‌المرکزین دو دایره باید از
برابر   OO¢ طول باشند.   ¢O ( , )10 2 و  O( , )4 2 می‌کنیم فرض  باشد.  بیشتر 
OO¢ = - =10 4 6 است با:�

OO برقرار است.  r r¢ > + ¢ ¢ پس الآن رابطۀ =r 3 r و = 2 حالا فرض می‌کنیم
لذا دو دایره عبارت‌اند از:

( , ) ( ) ( )O r x y
4

2
2 4 2 4

2 2= Þ - + - = �

( , ) ( ) ( )¢ ¢ = Þ - + - =O r x y
10

2
3 10 2 9

2 2 �

البته این‌گونه مسائل، بی‌شمار جواب دارند.
3- برای موارد زیر وضعیت دو دایره را نسبت به هم مشخص کنید:

x y x y2 2
2 4 0+ + - = x و y x y2 2

2 4 0+ - + = الف(
ابتدا مرکزها و شعاع‌های دو دایره و سپس خط‌المرکزین را به دست می‌آوریم:

x y x y O

a

b
2 2

2 4 0
2

2

2
1

2

4

2
2

+ - + = Þ
- = - - =

- = - = -

( )

           �



43

r a b c= + - = - + - =1

2
4

1

2
2 4 4 0 5

2 2 2 2( ) ( ) �

x y x y O

a

b
2 2

2 4 0
2

2

2
1

2

4

2
2

+ + - = Þ ¢
- = - = -

- = - - =( )
         �

¢ = + - = + - - =r a b c1

2
4

1

2
2 4 4 0 5

2 2 2 2( ) ( ) �

OO¢ = - - + + = + = =( ) ( )1 1 2 2 4 16 20 2 5
2 2 �

OO r r¢ = + ¢ Þ دو دایره، مماس‌خارج هستند. �
x y x y2 2

2 4 1 0+ - + + = ) و ) ( )x y+ + - =1 2 1
2 2 ب(

( ) ( ) ,x y O r+ + - = Þ
-

= =1 2 1
1

2
1 1

2 2 �

            x y x y O

a

b
2 2

2 4 1 0
2

2

2
1

2

4

2
2

+ - + + = Þ ¢
- = - - =

- = - = -

( )

�

¢ = + - = - + - = ´ =r a b c1

2
4

1

2
2 4 4 1

1

2
4 2

2 2 2 2( ) ( ) �

OO′ = − − + + = + =

= × =

( ) ( )

/ /

1 1 2 2 4 16 20

2 5 2 2 2 4 4

2 2



�

| | | | ,r r r r- ¢ = - = + ¢ = + =1 2 1 1 2 3 �
    OO r r¢ > + ¢ Þ دو دایره متخارج هستند. �




